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РОЗРАХУНОК ЗГИНАЛЬНИХ НАПРУЖЕНЬ В ОРТОТРОПНІЙ 
ПЛАСТИНЦІ З ЧАСТКОВО ПІДСИЛЕНИМ ЕЛІПТИЧНИМ 
КОНТУРОМ 
 
Резюме. Розглянуто задачу циліндричного згину ортотропної пластинки з частково підсиленим 
еліптичним отвором. Встановлено формули для визначення компонентів кута повороту нормалі до 
середньої площини в контурних точках ортотропної пластинки, які дозволили сформулювати 
математичну модель задачі у вигляді системи двох інтегро-диференціальних рівнянь з логарифмічними 
ядрами. Методом механічних квадратур і колокації досліджено вплив ортотропії матеріалу на розподіл 
згинальних напружень по контуру отвору пластинки.  
Ключові слова: ортотропна пластинка, напружено-деформований стан, сингулярні інтегро-
диференціальні рівняння, часткове підсилення. 
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THE CALCULATION OF BENDING STRESSES IN THE 
ORTHOTROPIC PLATE WITH PARTIALLY REINFORCED 
ELLIPTICALLY CONTOUR 
 
The summary. The problem of cylindrical bending of orthotropic plates with a partially reinforced 
elliptic hole. The formula for determining components of the rotation angle normal to medium contour points in 
a plane orthotropic plate was establishe, which allowed to formulate a mathematical model of the problem as a 
system of two integro-differential equations with logarithmic kernels. The influence of material on the 
distribution of bending stresses along the contour of the hole plate was research by the method of mechanical 
quadrature and collocation . 
Key words: orthotropic plate, the stress-strain state, singular integro-differential equations, partial 
reinforcement. 
 
Вступ. Деталі машин і елементи конструкцій у вигляді пластин, послаблених 
отворами, широко застосовуються в інженерній практиці. Для зменшення концентрації 
напружень окремі ділянки контуру отвору підсилюють ребрами жорсткості. 
Проблемі дослідження циліндричного згину пластин з криволінійними отворами, 
контури яких частково підсилені тонкими пружними ребрами, присвячені роботи [1–3]. 
Моделюючи підсилення пружною лінією змінної жорсткості на згин в [1] побудовано 
системи інтегральних рівнянь з ядрами Гільберта для визначення контактних моментів. 
Вплив крутильної жорсткості підсилення на розподіл контактних моментів в умовах 
осьової симетрії досліджено в [2–3].  
В роботі [4] на підставі диференціально-інтегрального варіанта граничних умов 
запропоновано новий підхід до побудови системи сингулярних інтегральних рівнянь з 
логарифмічними ядрами для визначення контактних моментів на контурі частково 
підсиленого криволінійного отвору нескінченої ізотропної пластинки при її 
циліндричному згині. В даній статті цей підхід перенесено на випадок ортотропної 
пластинки з частково підсиленим еліптичним контуром. 
Постановка та граничні умови задачі. Розглянемо нескінченну ортотропну 





βα=L  підсилено 
тонким пружним ізотропним ребром, що чинить опір згину та крученню. Пластинка 
 






перебуває в умовах циліндричного згину рівномірно розподіленими на нескінченності 
моментами 1M  і 2M  (рис. 1). Зовнішнє навантаження на підсилення відсутнє. 
Систему прямокутних ),( yx  і полярних ),( δr  координат з полюсом у центрі 
отвору в середній площині пластинки оберемо так, щоб вісь Ox і полярна вісь співпада- 
ли з віссю еліпса. Будемо вважати, що 
головні напрямки ортотропії матеріалу 
пластинки мають напрямки координатних 
осей.  
Розв’язок задачі полягає у 
визначенні контактних моментів ρM , P  
у зонах підсилення та кільцевих λM  і 
крутних ρλH  моментів на контурі отвору, 
а також внутрішніх моментів у 
підсиленні.  











=+=   (1) 
( a , b  – півосі еліпса) здійснює конформне відображення зовнішності −S  одиничного  
кола γ  у площині λρξ i= на область, яку займає середня площина пластинки. 
Моделюючи підсилення пружною лінією, наділеною змінними жорсткостями на 
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0 βα  при 
відображенні (1); 21
~,~ cc  – дійсні сталі; θ  – кут між нормаллю до контуру L  і віссю Ox .  
Основні рівняння задачі. Для визначення компонентів вектора повороту 














,  припустимо, 
що крім навантаження на нескінченності на ділянці ],[ *0
*
0 βα контуру отвору прикладено 
згинальні моменти ρM  і P  з головним моментом ),( yx MM . 
Граничні умови першої основної задачі технічної теорії згину ортотропних 
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Рисунок 1. Розрахункова схема пластинки 
 


































; 1β , 2β  – корені 
характеристичного рівняння [5]; 111
~~
Cff −= ; 222
~~






C  – довільні дійсні 
сталі. Решту позначень наведено в роботі [6]. 
Функції )( 1zϕ , )( 2zψ  визначені в областях 1S , 2S  з контурами 1L , 2L , які 




















== ,  )2,1( =j .                    (4) 
Оскільки при відображеннях (1), (4) відповідним точкам контурів L , jL  на 










()()()()( 212121 τωτψτϕτψτϕ Cififccdd −+=−−+ . (5) 
Тут ite=τ  – аффікс точки на контурі γ . 
Функції )( 1ξϕ , )( 2ξψ  при заданому навантаженні на пластинку мають таку 
















































































= ; 11D  – циліндрична 
жорсткість пластинки в напрямку осі Ox .  
Застосувавши до (5) із врахуванням (6) оператор Коші, отримаємо після 
обчислення відповідних інтегралів 
( )
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Тут введено позначення  






xνββββββ .  
Компоненти тензорів згинальних напружень і деформацій та компоненти кута 
повороту нормалі до середньої площини в довільній точці ортотропної пластинки через 
 






функції )( 1ξϕ , )( 2ξψ  визначаються за відомими формулами [5,7]. 
Для визначення кутів повороту нормалі в контурних точках використаємо 
граничні умови другої основної задачі технічної теорії згину ортотропних пластин [5] 











Підставляючи (7) з використанням формул Сохоцького-Племеля в умову (8), 




























































bai x    (9) 

























де ( )( )( )xx νββνββββ +−+=∆ 2121211
~
; ( )( )xx νβνβ −−=∆ 22212~ . 
Система сингулярних інтегрально-диференціальних рівнянь задачі. 
Підстановка (9) при 0== yx MM  у граничні умови (2) призводить до системи двох 
сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь з логарифмічними ядрами для 









































































































































































































cvCC x −−−= ββ 22122
~)(
~
cvCC x −−−= ββ . 
Для визначення сталих 21,,
~
CCC  до системи (10) необхідно додати умови 











dttfdttf                                       (11) 
та умову однозначності прогину пластинки [7] 
 



































































яку з урахуванням (9) можна перетворити до вигляду 






Якщо розв’язок задачі (10)–(12) стане відомим, то контактні моменти в зоні 











=+  ].;[ 00 βαλ ∈   (13) 
Вирази для визначення внутрішніх згинальних ρL  і крутних  λL  моментів у 














Кільцеві і крутні моменти на контурі L  пластинки визначаються за формулами 
[6]. 
Зауважимо, що при 121 == ββ  із (10)–(12) отримаємо розв’язок задачі для 
ізотропної пластинки з частково підсиленим еліптичним контуром [4]. 
Якщо 02 =g , то система  (10)–(12) визначає розв’язок задачі про часткове 
підсилення контуру еліптичного отвору тонким пружним ребром, позбавленим 
жорсткості на кручення [1]. 
Наближений розв’язок задачі. Точний розв’язок системи (10)–(12) знайти 
неможливо. Для її наближеного розв’язання будемо використовувати  числові методи. 
Оскільки характеристична частина системи (10)–(12) має таку ж структуру, як і 
відповідна система для ізотропної пластинки [4], то наближений метод механічних 
квадратур і колокації її розв’язання переноситься без змін. Цим методом досліджено 
вплив ортотропії метаріалу пластинки на розподіл моментних напружень по контуру 
еліптичного ( 2.0=ε  , 01 =M , 12 =M  ) отвору. 
На рис. 2 наведено епюри контактних моментів ρM  і P  у зоні підсилення, а на 
рис. 3 – кільцевих λM  і крутних ρλH  моментів на контурі отвору. 
 
 
Рисунок 2. Розподіл контактних моментів у зоні підсилення 
 






         
Рисунок 3. Розподіл кільцевих і крутних моментів на контурі отвору 
 
Числові розрахунки проведені для підсилювального ребра сталого поперечного 
перерізу з параметрами 00 150−=α , 
0

















, ( 0b , 02h  – ширина і висота підсилення; yx EEE ,,0  – модулі Юнга матеріалу 
підсилення та пластинки в напрямках осей Ox  і Oy  відповідно). 
Характеристики досліджуваних ортотропних матеріалів і ліній, які відповідають 
їм на рис. 2, 3, наведено в таблиці 1. 
 
Таблиця 1. Характеристики матеріалів і лінії, які відповідають їм на рисунках 






Ізотропний матеріал 1 1 0.300 1  
Скло-епоксид 2.2712 0.7626 0.250 3  
Графіт-епоксид 6.9992 0.7144 0.250 25  
Епоксид-скло 0.4400 1.3100 0.083 31   
Епоксид-графіт 0.1430 1.4010 0.010 251   





 максимальні контактні ρM  і P  та 
крутні ρλH  моменти збільшуються, а кільцеві λM  – зменшуються. В околі торців 
підсилення всі моментні напруження набувають необмежені значення.  
3апропонований метод побудови системи інтегро-диференціальних рівнянь 
може бути використаний при розв’язанні задачі про передавання зосередженого 
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